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Resumo T s

Desde a invengdo dos logaritmos em 1614,
os sistemas de Napier (base "e") e de Briggs (base
10) dominaram esta importante drea da Matematica
até os dias de hoje, por tal motivo, este artigo apre-
senta um tratado sobre o desenvolvimento de dois
novos sistemas que utilizam como bases os valores
de ®=3,141592... e do nimero dureo (1,618) de
maneira que tanto a Matematica como outras ciéncias
tenham a disposicdo sistemas de logaritmos
alternativos e assim possam utilizar aquele que melhor
se adapte ao problema ou fendmeno em estudo.

Abstract -

Since the invention of the logarithms in 1614,
Napier’s (base "e") and Briggs’s (base 10) systems
have mastered this important area of Math until
nowadays, because of that, this article presents a treat
about the development of two new systems that used
as bases the values of = 3,141592... and of the
aureate number (1,618), so that as Math as other
sciences have alternative logarithm systems avaluable
and this way they can use the best system that adapts
to the problem or phenomenum in study.
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Introducao -

A partir do século X VI, a sociedade européia
apresentava um certo grau de evolucéo que coincide
com o desenvolvimento do comércio, da astronomia
e da navegacdo. Os cdlculos matematicos tornaram-
se extensos e complexos, com numerosas
multiplica¢des e radiciacdes, favorecendo o
aperfeicoamento de instrumentos mateméticos para sua
realizacdo, conforme Giovani (1992: 183). Um desses
instrumentos foram os logaritmos, palavra composta
por dois vocabulos gregos: Logos (razdo) e arithmos
(nimeros).

Boyer (1990: 213-216) narra que os
logaritmos e o préprio vocdbulo foram criados em
1594 por um proprietario de terras, o escocés John
Napier ou Neper (1550 — 1617), que ndo era
matemdtico profissional. Ele trabalhou durante vinte
anos antes de publicar seus resultados em 1614,
através da obra: “Uma descri¢io da maravilhosa regra
dos logaritmos”. Devemos esclarecer que Napier ndo
tinha o conceito de base de um sistema de logaritmos,
pois sua definicdo era diferente da conhecida na
atualidade e os principios de sua obra eram explicados
em termos geométricos. Contudo, Napier construiu
suas tabelas numericamente em vez de
geometricamente, ou seja, as tabelas foram compiladas
por multiplicagdes repetidas, equivalentes as poténcias



de 0,9999999. Mas, o seu objetivo principal era a
simplificag@o dos cilculos que envolviam produtos e
quocientes. Esses logaritmos hoje sio denominados
de logaritmos neperianos, sendo representados por

"

“In", e cuja base € o nimero irracional e =
2,7182818..., também conhecido por nimero de
Euler, de acordo com Gentil (1998: 166).

Em 1617, o matemitico inglés Henry Briggs
(1561 -1639), professor de Geometria em Oxford,
publicou a primeira tabela de logaritmos decimais ou
comuns dos nimeros de 1 a 1000, todos calculados
com quatorze casas decimais, utilizando, porém,
poténcias de 10. A partir do trabalho de Briggs, as
leis usuais sobre logaritmos sdo as mesmas até os dias
atuais e as palavras “caracteristica” e “mantissa” sdo
também de sua responsabilidade.

Entretanto, hoje em dia sabemos que os
logaritmos ndo sdo de autoria de uma tnica pessoa.
Idéias semelhantes foram desenvolvidas
independentemente na Suica pelo relojoeiro Jobst
Biirgi (1552 -1632 ), possivelmente em 1588 e
publicadas apenas em 1620. Em comparagdo com a
obra de Napier, as diferencas entre ambas consistem
naterminologiae nos valores numéricos que utilizavam
¢ os principios fundamentais eram os mesmos. Biirgi
deve ser considerado um descobridor independente
¢ que nao teve o reconhecimento pela invengéo,
devido a prioridade de Napier na publicagdo. Os dois
sistemas partilham da desvantagem de o logaritmo de
um produto ou quociente ndo ser a soma ou a diferenca
dos logaritmos.

Na Matemadtica, poucas vezes uma
descoberta teve tanto sucesso quanto a invengio dos
logaritmos. O resultado foi o aparecimento de
numerosas tabelas. Por muito tempo, as tabelas
facilitaram alguns calculos laboriosos e demorados,
porém, atualmente dispomos de recursos mais
avangados como as calculadoras eletronicas e os
computadores, tornando as tabelas obsoletas.
Devemos ressaltar que a teoria dos logaritmos
continua sendo muito importante por suas aplicagdes
na Matemdtica, na Fisica, Quimica, Biologia,

Economia, entre outras.

Muitos fendmenos da natureza sdo explicados
através de fungdes exponenciais, trazendo como
conseqiiénciacdlculos que envolvem fregiientemente
0s logaritmos.

As bases utilizadas para o desenvolvimento
deste trabalho sdo os nimeros 3,141592...e 1,6180,
este tltimo € mais conhecido como niimero dureo ou
nimero divino, segundo Marmo (1998: 32).

1. Sistema de logaritmos de Base 7t

Esta talvez seja uma das constantes mais
importantes que existam na Matemética. Antigas
civilizagdes, como a egipcia estimaram os valores:

babildnica:

(361—ou3,16666...) gog,

(3 3 ou 3,1250) para "p", muito proximos ao

conhecido na atualidade. O grande sibio grego
Arquimedes (287 a.C. - 212 a.C.) encontrou uma
aproximagdo para "p" expressa pelas desigualdades

3ﬂ<n<3ﬂ isto €, 3,140845
T 70 1sto €, 3,

3,142857..., sendo superior aos valores utilizados
pelos egipcios e babildnios.

Outros matemdticos também calcularam
valores muito precisos para "p", entre os quais
podemos mencionar: Frangois Viéte, (1540 1603),
que calculou o valor com dez algarismos significativos
e foi o primeiro matemdtico a expressi-lo
analiticamente; Ludolph van Ceulen, (1540—1610),
que consegui uma aproximag¢ao com trinta e cinco
casas decimais.

Em 1737, Leonard Euler, (1707 - 1783),
adotou a letra grega "p" para representar a razio entre
o comprimento e o didmetro de uma circunferéncia.

O sistema de base "p" passou a ser denotado

pelaexpressdo "Ip" e definido por:

<p<

N=n"oIpN=x,N>0.



ITERACAO Xk TEX _1’1
Xy =X g ————
o .nTT

1 1,000000 0,432304

2 0,432304 0,144563

3 0,144563 0,085362

4 0,085362 0,085362

S 0,083263 0,083260

Quadro 1

A partir desta expressdo, podemos construir
a fungdo exponencial f(x) = p*~N, e a sua derivada
representada através daexpressdo f* (x) =p~Inp. A
continuagdo, pode-se aplicar o Método de Newton
—Raphson com x,= 1 como sendo o ponto inicial e,
ao atingir-se o valor de convergéncia, encontramos a
raiz da funcdo. Entretanto, tal valor representa na
realidade o logaritmo de N.

Por exemplo, para calcularmos Ip 1,1, a
funcdo serd denotada por f(x)=p*—1,l;easua
derivada, representada por f *(x) =p*. In p, aplicando-
se 0 método citado anteriormente com X, = 1 como
ponto inicial, comega-se 0 processo iterativo e, ao
- alcancar-se a convergéncia, aparecerd o resultado
procurado para o Ip 1,1. O mesmo, por sua vez,
servird como ponto inicial para o célculo daraiz ou
logaritmo de 1,2, e assim sucessivamente se repetird
0 processo para os ntimeros de 1 a 20, construindo-
se, desta maneira, uma tabela de logaritmos de
base p.

2. Método de NEWTON RAPHSON

Segundo Ruggiero (1996: 27-77) este
método € utilizado para se obter zeros ou raizes de
funcdes reais através de um algoritmo que tem a
propriedade de garantir e acelerar a convergéncia da
raiz procurada, porém, sob certas condi¢des restritivas
erelativas a propria convergéncia. O método demanda
operagdes matematicas mais complexas porque requer
o célculo da funcdo e a sua derivada a cada iterag@o
efetuada.

Por exemplo, para calcular o "Ip" 1,1 utiliza-
se o algoritmo de Newton-Raphson, conforme
Quadro 1.

Logo, 1p 1,1 =0,083260.

Para calcularmos o logaritmo de 1,2,
deveremos escolher como ponto inicial X, = 0,085362.
Desta maneira temos, conforme Quadro 2.

ITERACAO XK TCX __1,2
X=Xy T
®K.lnw

1 0,083260 0;162675

2 0,162675 0,159277

3 0,159277 0,159270

4 0,159270 0,159270

Quadro 2



entdo, Ip 1,2 = 0,159270, e assim suces-
sivamente repete-se 0 processo para calcular o loga-

N 0.0 0.1 0.2 0.3

1 0.0000 0.0833 0.1593 0.2292 0.
2 0.6055 0.6481 0.6888 0.7276 0.
3 0.9597 0.9884 1.0161 1.0430 1.
41,2110 1.2326 1.2536 1.2742 1.
5 1.4060 1.4233 1.4402 1.4569 1.
6 1.5652 1.5797 1.5939 1.6078 1.
7 1.6999 1.7123 1.7245 1.7365 1.
8 1.8165 1.8274 1.8381 1.8487 1.
9 1.9194 1.9291 1.9386 1.9481 1.
10 2.0115 2.0202 2.0288 2.0373 2.
11 2.0947 2.1026 2.1105 2.1182 2.
12 2.1707 2.1780 2.1852 2.1923 2.
13 2.2407 2.2474 2.2540 2.2606 2.
14 2.3054 2.3116 2.3178 2.3239 2.
15 2.3657 2.3715 2.3772 2.3830 2.
16 2.4220 2.4275 2.4329 2.4383 2.
17 2.4750 2.4801 2.4852 2.4903 2.
18 2.5249 2.5298 2.5346 2.5394 2.
19 2.5722 2.5768 2.5813 2.5859 2,
20 2.6170 2.6213 2.6257 2.6300 2.
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TABELA 1 - Logaritmos na base "p"

3. Sistema de logaritimos de base ''r"

MARMO (1995: 11) afirma que Pitdgoras
(570 a.C.) influenciou Platio que declarou:

os nimeros sdo o mais alto grau de
conhecimento.

Foram estudadas dez proporg¢des notdveis,
entre as quais a harmnica, a divina ou dureae a média
geométrica, encontradas nas figuras geométricas, nas
notas musicais, na geometria dos seres vivos (flores,
organismos marinhos e até nos seres humanos), nas
obras arquitetdnicas etc, como continuagéo
descreveremos brevemente a propor¢io durea ou
divina.

ritmo dos niimeros de 1,3 a 20. A continuagao apre-
sentaremos uma tabela de logaritmos de base "p":

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0.3542 0.4106 0.4635 0.5135 0.5607
0.8004 0.8347 0.8677 0.8994 0.9301
1.0944 1.1190 1.1429 1.1662 1.1889
1.3139 1.3331 1.3519 1.3703 1.3883
1.4892 1.5050 1.5204 1.5356 1.5505
1.6351 1.6485 1.6616 1.6746 1.6873
1.7602 31,7717 1.7831 1.78944 1,.8055
1.8695 1.8797.1.8898 1.8998 1.9097
1.9667 1.9758 1.9849 1.9938 2.0027
2.0541 2.0624 2.0706 2.0787 2.0867
2.1336 2.1411 2.1486 2.1561 2.1634
2.2084 2.2134 2.2203 2.2271 2.2338
2.2736 2.2801 2.2865 2.2928 2.2991
2.3361 2.3421 2.3480 2.3539 2.3598
2.3943 2.3999 2.4055 2.4111 2.4166
2.4489 2.4542 2.4595 2.4647 2.4699
2.5003 2.5053 2.5103 2.5152 2,5201
2.5489 2.5536 2.5583 2.5629 2.5676
2.5949 2.5993 2.6038 2.6082 2.6126
2.6385 2.6428 2.6470 2.6512 2.6554

—————— o T T
el

Carvalho (1985: 134-136) explica que sendo

n_n

dadas duas grandezas "a" e "b",asuasomaa+b
nos fornece o termo requerido:

a+b a
s p oufa+b):ra:a:b

que é a proporgdo célebre acima citada e que se funda
na se¢io ou corte de ouro. Esta proporgéo diz que a
relacdo entre a soma de duas grandezas e uma delas
(a maior que é no caso "a") é igual a relagdo entre
esta(a) e aoutra (b). Isto, de fato, s6 se obtém quando

4 1618
b



que € o niimero de ouro, segmento dureo ou relagdo
durea. Se representarmos graficamente a propor¢io

a+b___a

a b

obteremos a seguinte figura:

C 2 A
b
v
B A A A
a - a a b
A Y v ¥

Que traduz a relagdo entre um segmento 4

e uma de suas partes AB ; igualada aquela outra

relagdo existente entre esta parte AB e aoutra parte

menor B .Pelafigura acima podemos concluir que

O igie B =T

=1,618

b a
A determinacio do comprimento dessas duas

que dé origem ao niimero de ouro (1,618), nimero
que € arazdio entre os termos da proporgdo que
assim nasce.

Boyer, (1996: 35), narra que o matemadtico e
astrdonomo Johann Kepler (1571 — 1630) teria
comentado:

(...) a Geometria tem dois grandes
tesouros: um é o Teorema de Pitdgoras, o outro, a
divisdo de um segmento em média e extrema razdo.
O primeiro pode ser comparado a uma medida de
ouro, o segundo podemos chamar de jéia preciosa.

Todo o processo realizado para construir o
sistema de logaritmos na base "p" serd repetido para
construirmos o sistema de logaritmos na base durea —
base representada pela letra "r". Desta maneira, o

sistema serd denotado pela expressao “Ir” e definido
por:

N=r*s 1IrN=x, N>0

A partir da expressao, acima construiremos a
fungio exponencial flx) = ¥ - N,
fix) & r* - N, e a sua derivada representada
através daexpressdo f '(x) = r*. 1n r.Aseguir,
aplicar-se-4 o Método de Newton — Raphson com

_ X
ITERACAO Xk =il
X K+ =X K~ T x
r> Inr
1 0,000000 0,334675
2 0,334675 0,202464
3 0,202464 0,198076
4 0,198076 0,198071
5 0.198071 0,198071
Quadro 3

partes do segmento em questdo, Euclides denominava
divisao de um segmento em média e extrema razao e

x,= 1 como sendo o ponto de partida e, ao atingir-se
o valor de convergéncia, estaremos encontrando a



raiz da funco. Entretanto, este valor representa na
realidade o logaritmo de N.

Por exemplo, para determinar In 1,1 a
funcdo serd denotada porf(x)=r*-1,1e a sua
derivada representada pela expressdo f'(x) =r1*—
1,1. Aplicando-se o método citado anteriormente e
X, = 1 como sendo o ponto de partida, inicia-se o
processo iterativo e, ao atingir-se a convergéncia,
obteremos o resultado procurado para Ir 1,1. Este

resultado, por sua vez, servird como ponto de partida
para o calculo da raiz ou logaritmo de 1,2, e assim
sucessivamente se repetird o processo para 0s
numeros de 1 a 20, construindo desta maneira uma
tabela de logaritmos de base r. _

Utilizando-se o mesmo algoritmo,
calcularemos Ir 1,1, conforme Quadro 3.

Logo, Ir1,1=0,198071.

ITERACAO Xk X, =X, _%
1 0,198071 0,386997
2 0,386997 0,378912
3 0,378912 0,378897
4 0,378897 0,378897
Quadro 4

Para determinar o logaritmo de 1,2, vamos
escolher como ponto inicial x = 0,198071. Desta,
maneira temos, conforme Quadro 4.

Logo, Ir 1,2 = 0,378897, e assim
sucessivamente se repete o processo pard calcular o
logaritmo dos nimeros de 1,3 a 20. A seguir
mostraremos uma tabela de logaritmos de base r
conforme TABELA 2 - logaritmos de base r.

COnCIuSﬁO il

Desde a invengio dos logaritmos naturais por
Napier (1614), dos logaritmos decimais por Brigss
(1617) e do sistema apresentado por Biirgi (1620),
com a finalidade de ajudar na simplificagdo dos
complexos e laboriosos cilculos mateméticos

realizados no comércio, na astronomia ou na
navegacao, esses processos tornaram-se, de imediato,
um grande sucesso e, a partir de entdo,
monopolizaram essa importante drea da Matematica
até os dias atuais. _

Com o surgimento das calculadoras eletronicas
e dos computadores, as tabelas logaritmicas se
tornaram obsoletas e desnecessdarias. A teoria de
logaritmos ainda € uma ferramenta de muita utilidade,
tanto na Matematica como em outras ciéncias;
contudo, a pesquisa para a elaboragio de outros
sistemas de logaritmos foi deixada de lado talvez pela
falta de interesse no-assunto.

Os sistemas desenvolvidos neste trabalho
utilizam dois niimeros muitos conhecidos desde épocas
remotas, como bases. Poderdo ser considerados



Tabela 2

Comparacdo entre os sistemas de logaritmos

.000000
.693147
.098612
.386294
.609438
: 79 LTBY
.945910
.079442
187225
.302585

0.000000
1.440483
2.283112
2.880966
3.344698
3723595
4.043947
4.321450
4.566223
4.785181

Tabela 3

como uma misceldnea sobre a matéria em questio,
porém, talvez no futuro também ajude a desenvolver
outros ramos da Matematica ou a resolver problemas

em outras dreas do conhecimento humano.

Ainda, para determinar o logaritmo de um

.000000
.605512
959713
.211023
.405954
:He5225
.699886
BE6535
.919426
.011466

.000000
.301030
.477121
.602060
.698970
+ 178151
.845098
.903090
.954242
.000000

niimero em outros sistemas de bases diferentes aos
conhecidos, pode-se utilizar o artificio de mudanga
de base. Mas, o objetivo do trabalho consiste em
procurar diversas alternativas que nos ajudem a
calcular o logaritmo de um nimero através de outras
estruturas matemadticas como as funcdes. '
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